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Manipuler les suites

Des objets
Les suites discrétes, des fonctions Z9 — C.

Des opérations

» addition et multiplication terme a terme
» changements d’indices

» sommation définie ou indéfinie

> extrapolation

> test d’égalité

En pratique
0000

Généralisons
[e]e]
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Représentation des suites par des récurrences

Suites © récurrences

C’est le cadre de la création télescopique :
Petkovsek, Wilf et Zeilberger, A=B, 1996
Wegschaider, 1997

Chyzak, 2000

Koutschan, 2010

v

v

v

\4

De grands succés :
> De nombreux algorithmes de sommation dans des cas variés
» Formalisme des algébres d’Ore

~> Portée tres générale de la création télescopique
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Les limites des récurrences
Suites = récurrences Suites & récurrences

A la racine de tous les maux, quelques limitations importantes des
récurrences :
> Le probleme des conditions initiales
Comment les spécifier ? Comment les faire perdurer?
Probléme irrésolu en plusieurs variables.

» L’utilisation d’opérateurs a coefficients rationnels
Mathématiquement injustifié : 'espace des suites n’est pas un
espace vectoriel sur les fractions rationnelles.

Pas plus justifié en pratique :

X up=nup1 = u,=0pournz0.
v nup = n*u,_y = u, = nlug pour n > 0.
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Le fardeau de la création télescopique

Un obstacle a I'automatisation

La plupart des algorithmes de création télescopique calculent dans
une algébre d’opérateurs rationnels.

Dés lors, comment faire confiance a la création télescopique ?
Jusqu’ici, c’est au prix de 'automatisation.

L’identité d’Andrews-Paule o . ‘
def (1 +J\ [4n—2i—=2j
tnij = ( i ) ( 2n—2i )
(automatique) upij = Ai(R(n, i, j)up ;) + Aj(S(n, i, j)up )
(automatique) Z Upij=0 7!

ij

2
(a la main) Z Upij = (2n+ ])(Znn) .

ij
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Un lexique intéressant

> D e & fx)

k=0

¥ UnVn < diagxﬂhxz)’zw- (f(i)g(X))
> Egoritchev, 1984
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Quelques défauts du lexique

Pour 'automatisation, on rencontre deux problémes :
> Qu’en est-il des suites a indices dans Z9 ? des changements
d’indices? Y ez X" ? Ynco Unx"?
» Problémes de convergence :
interversion intégration/spécialisation

Les nombres de Delannoy

def (n\(n+ k
Ik =k k

1 1
E n. k .
n :d
Vn kXY lagxu,yv(1 _X(-I +y) 1—u-— V)

n, k>0
o 56 1 1 dudv
_(2i7[)2 1-x(1+y)1l—-u-vu v

Z Z é‘ 1 1 du dv
v — —
nk 217[)2 1-2x1—-u—vu v

n=0 k>0
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Représentation en terme constant

up = [1]R0R7’ ...RZd

>

>

R, Ry, ..., Ry, des fractions rationnelles en xq, . . ., x;

[1]-- -, le terme constant, apreés développement par rapport
a xq, puis xo, etc.

Généralise les séries génératrices, avec r = d, Ry = 1/xq,
R2 = 1/X2, etc.

Généralise les séries diagonales, avec d = 1, Ry = 1/(x1 - - - x;).

Structure remarquée aussi par Rowland et Zeilberger.
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Exemples et opérations de cloture

Exemples :
> a" = [1]a"
> (Z) = [1](1 + x)"x*
> 8 = [1]x"

up = [1JRo(X)R(x)" et v, = [1]50(X)§(X)Q
> UpVp = [1](RoSo) (R1S1)™ - - - (RgSa)™

7\ n Ag(n
> u)\(n) — [.I]RO 1( ) . Rdd(,)

n1 Nd—1 1_RT1
> =0 Un = [TRRY -+ Ry ==

Définition — Les sommes binomiales forment le plus petit
sous-espace de suites contenant les trois exemples et clos par les
opérations ci-dessus.

Généralisons
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Sommes binomiales et termes constants

Traduction a cout nul d’'une somme binomial en sa représentation
par terme constant.

sumtoct := proc(U, v :: name)
local L, first, rest, i;
if type(U, ‘+°) then
return normal(map(sumtoct, U, v, num));
elif type(U, ‘*‘) then
first := op(1, U);
rest := subsop(1l=1, U);
return normal (sumtoct(first, v)*sumtoct(rest, v||rand()));
elif type(U, specfunc(Delta)) then
return vAop(U);
elif type(U, specfunc(Binomial)) then
return (1+v)7op(1l, U)/vrop(2, U);
elif type(U, specfunc(Sum)) then
return normal (sum(expand(sumtoct(op(1, U), v, num)), op(2, U)));
else
return U;
end if;
end proc;
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Des termes constants aux séries génératrices

up = [1RS}" ... SH¢
upt™ = [1,]Ro(t:51)™ . .. (tgSq)™

n _ Rb
2, at" =1 (1= tiRy) -+ (1= tgRy)

neNd

_ 1 56 Ro da  dx
S Q@m)r Y (1-hR)---(1-1gRy) 1 x

= diag U(x1,...,x,;), avec U € C[xi,...,x,] rationnel

Théoreme
Les sommes binomiales sont solutions de récurrences linéaires.
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Théorémes d’équivalence

Théoréme — Une suite u : Z9 — C est une somme binomiale si et
seulement si elle est une combinaison linéaire de termes

constants [1]RyR]" - - - R¢

4> avec des R; rationnels.

Théoreme — Une suite u: N — C est une somme binomiale si et
seulement si elle est la diagonale d’une série entiere rationnelle.
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Sommation par spécialisation

> Uy, une suite Z7¢ — C
» T c Z%¢ un polyédre rationnel

» Comment calculer v, = 3¢ unkIr(n, k) ?

Via des séries génératrices : spécialisation

FOoy) =D unix™y5, orloy) = ) Tr(n k)x"y*
n,k n,k
8(x,y) = f xor (produit d’Hadamard)

~ Z vox" = g(x, 1)
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Sommation par composition

> Uy, une suite Z7¢ — C
» T c Z%¢ un polyédre rationnel

» Comment calculer v, = 334 up Tr(n, k) ?

Via des termes constants : composition

e = [1RR -+ RIS S, gr(x,y) = > Tr(n, k)x"y*
n, k

> D vt = [Ty Z,; Tr(m, KRy (1 Ry)™ -+ (tgRy)™ Sy -+ - Si¢
n n,

= [1x,y]R0 (pr(ﬁ R1, ey thd, 51, e ,Se)

: dxi_q dy1—
B WSE‘PT(“R%---Jde,Su...,56)1_L

X1—d Yi—e
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Meéthode générale

Entrée Une somme binomiale.
» Calculer sa représentation en terme constant.

> Passer aux séries génératrices.

Généralisons
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» Diminuer le nombre de variables par la réduction géométrique.

? La représentation est-elle rationnelle ?
Oui C’est terminé.
Non Calculer une équation de Picard-Fuchs.
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Des conjectures démontrées

Enoncées par Brent, Ohtsuka, Osborn et Prodinger

Z 2n \( 2n T 2n*(5n—2) (4n
|— = —
n+if\n+j J 4n—1 2n

ij

Z 2n \( 2n T 2n*(43n® — 70n* + 36n — 6) (4n
I — =
n+il\n+j J (4n—1)(4n-3) 2n

Z 2n 2n 7= | = 2i2(5311° —1960n" +280013 195212 +668n—90) [ 41
ntil\n+j JI= (4n—1)(4n—3)(4n—5) on

2n 2n \ ... ) 2n*(n—1) (2n 2
Z(n+i)(n+j)|'j(lz_12)|: 2n—1 (n)

ij

Z( 2n )( 2n .)|i3j3(i2 = 2n*(n—1)(3n* — 6n + 2) (2n)2

n+ij\n+j (2n-=3)(2n-1) n
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Des conjectures démontrées

Enoncée par Yvan Le Borgne

T+ F 2 4200 - OV pLO_gplly pl2 p3i1 g 332

n+2\ ( n+2\ [ n+2
— PR 2R P - = Z G )nfjﬂl(zmﬂ)’
m=0 ( 1 )( 2 )

N Fa,b _ (d—a—c)( n ) ((n+d+1—2a—2c+2b) _ (n+d+1—2a—2c+2b))
oukr," = c d-a—c n—a—c+b n+l—a—c+b '

» L’automatisation compléte est appréciable.
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Démonstration !

Paquet Maple BinomSums.
github.com/lairez/binomsums

Généralisons
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Idées en vrac pour traiter plus de suites

Sortir de la classe des rationnels
On peut considérer des termes constants [1]RS” avec des S
rationnels mais des R plus généraux.

> Autoriser les exponentielles de formes linéaires, c’est ajouter %
aux briques de bases.

» L’important est de toujours pouvoir intégrer efficacement.

Partir de ce qu’on sait intégrer
Imaginons qu’on sache intégrer efficacement les fraction
rationnelles sur des domaines de la forme « cycle croix hypercube »,
qu’elle classe de suite peut-on traiter par termes constants ?
> On devrait avoir toutes les sommes hypergéométriques
équilibrées.

> Ce serait génial !
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Des analogues ?

» Fractions rationnelles : un anneau

> fog d:eff(x)g(y) : un produit
satisfaisant ff' ® gg’ = (f ® g)(f' ® &’)

Généralisons
oe

> [1]--- : une forme linéaire sur cet anneau, multiplicative pour ®

Un analogue moyennement intéressant
» L’anneau des matrices
> Le produit de Kronecker
> La trace

~> Suites de la forme Tr (AB;'1 e BZ")

D’autres idées ?
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Merci

Des questions ?
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